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摘要　　研究独立集合作对策模型的核心稳定性.基于线性规划对偶理论 , 证明了独立集对策有

稳定核心的充要条件 , 给出了三个与核心稳定性密切相关的性质 (核心的包容性 、 对策的精确性

和可扩性)的等价条件.

关键词　　对策论　独立集对策　核心稳定性　对偶定理

　　对策稳定集是由 Neumann 和 Morgenstern
[ 1]
于

1944年首先提出的 , 它在分析联盟的形成 、竞争与

权力的分配时常常优于其他解的概念 , 因此在经济

学理论分析中具有重要的作用.对于一个均衡的合

作对策模型 , 其核心一定包含在每一个稳定集中;

而当核心本身是一个稳定集时 , 它就是唯一的稳定

集 , 此时称该对策的核心是稳定的.由此人们提

出:如何判定一个合作对策是否具有稳定的核心?

然而 , 由于稳定集这一概念的复杂性 , 目前关于核

心稳定性的研究较少.这方面的研究现主要集中于

一类组合优化对策模型[ 2] , 如指派对策[ 3] 和最小着

色对策等
[ 4]
, 这类合作对策的特点是:其特征函数

值是由相应的组合最优化问题所确定的.本文讨论

的独立集对策是建立在图的最大独立集问题基础上

的对策模型 , 也属于这类组合优化对策.Deng 等

引入了独立集对策[ 2] , 并给出了其核心非空的充要

条件.本文将在此基础上研究独立集对策的核心稳

定性及相关的性质.

1　定义和模型

具有特征函数的合作对策模型 Γ=(N , γ)由局

中人集合 N = 1 , 2 , …, n 和特征函数γ:2
N
※R

构成.对于任意子集 S  N , γ(S)表示 S 作为合作

整体可得到的最大收益或最小费用.当特征函数 γ

表示收益(费用)时 , 称相应的对策为收益(费用)对

策.本文讨论的对策模型均为合作收益对策.

给定对策 Γ=(N , γ), 满足 ∑ i∈ N
xi =γ(N)

和 xi ≥γ i (i =1 , 2 , …, n)的 n 维向量

x = x1 , x2 , …, xn 称为该对策的一个分配;所

有分配的集合记作 X(Γ).以下我们将用 x(S)表示

∑ i ∈ Sx i .对策 Γ=(N , γ)的核心 C(Γ)定义为满足
子联盟合理性的分配集合 , 即

C(Γ)=

x ∈ R
n
:x(N)=γ(N)且 x(S)≥γ(S),  S  N .

若对策 Γ=(N , γ)的核心非空 , 则称该对策是均

衡的;若均衡对策 Γ=(N , γ)的每个子对策

ΓS =(S , γS)(S N)也是均衡的 , 则称该对策是完

全均衡的.

给定无向图 G=(V , E), 其中 V , E 分别是图

G 的顶点集合和边集合.不失一般性 , 本文讨论的

366



图均为连通简单图.对于顶点子集 S  V , 若 S 中

任意两点均不相邻 , 则称 S 是图 G 的一个独立集.

图 G中基数最大的独立集称为最大独立集.对于边

子集 C E , 若图 G的每个顶点均与 C中至少一条

边关联 , 则称 C是图G 的一个边覆盖.图 G中基数

最小的边覆盖称为最小边覆盖.

先引入以下记法:对于 v ∈V , E(v)表示与 v

关联的边集合;对于 S  E , V〈S〉表示仅与 S 中的

边关联的顶点集合;对于 U  V , G U 表示 U 的

导出子图.度数为 1的点称为悬挂点 , 与悬挂点相

关联的边称为悬挂边.记所有悬挂点和与之相邻的

顶点的集合为 V0;并记 E0 为两个端点都属于 V0 的

边的集合 , E =E E0.

定义 1　给定无向图 G=(V , E), 相应的独立

集对策 ΓG=(E , γ)定义为:

(1)局中人集合为图 G的边集合E ;

(2) S E , γ(S)表示导出子图 G V〈S〉 中最

大独立集的基数.

一般地 , 独立集对策的核心可能为空集.Deng

等讨论了独立集对策核心非空的充要条件
[ 2]
, 得到

了以下定理.

定理 1
[ 2]
　设ΓG=(E , γ)是建立在图 G=(V , E)

上的独立集对策 , ΓG 是均衡的当且仅当图G 的最

大独立集的基数等于其最小边覆盖的基数 , 并且

x ∈C(ΓG)当且仅当 x 是图 G 的最小边覆盖的指标

向量的凸组合.

在对策 Γ=(N , γ)中 , 给定两个分配向量 x 和

y , 如果存在一个非空子联盟 S 满足 x(S)≤γ(S)且

xi >y i( i ∈ S), 则称 x(在 S 上)优超 y.设

ζ X(Γ), 如果 ζ满足 a)ζ中任何两个分配都没

有优超关系;b)对于 ζ之外的任一分配 y , 都存在

x ∈ζ使得 x 优超 y , 则称ζ是对策Γ=(N , γ)的一

个稳定集.显然 , 核心 C(Γ)中的任何两个分配都

没有优超关系 , 由此得到稳定核心的定义.

定义 2　给定均衡对策 Γ=(N , γ), 若对任意

y ∈X(Γ) C(Γ), 都存在 x ∈ C(Γ)和非空子集

S  N 使得 x(S)=γ(S)且 xi >yi( i∈ S), 则称该

对策具有稳定的核心 , 或核心 C(Γ)是稳定的.

2　独立集对策的核心稳定性

讨论独立集对策具有稳定核心的充要条件.给

定无向图 G=(V , E)令 ΓG=(E , γ)为定义在图 G

上的独立集对策.

引理 1　若 y ∈X(ΓG), 则对图 G的任意悬挂

边 e , 均有 y(e)≥1.

引理 2　若 x ∈ C(ΓG), 则对任意边 e ∈E , 均

有 0≤x(e)≤1.

证明　令 C1 , C2 , … , Cm 为图 G的最小边覆

盖 , 并记 x
(1)
, x

(2)
, …, x

(m)
为相应的指标向量.根

据定理1 , 核心分配 x 可表示为 x
(1)
, x

(2)
, … , x

(m)

的凸组合 , 即

x =∑
m

i=1λix
(i)
,其中λi ≥0(i =1 ,2 , …, m)

且∑
m

i=1λi =1 ,

由此可知 , 0≤x(e)≤1.证毕.

引理 3
[ 2] 　x ∈C(ΓG)当且仅当 x≥0 , x(E)=γ(E)

且对任意 v ∈V , 均有 x(E(v))≥1.

在上述引理基础上 , 给出独立集对策具有稳定

核心的一个等价描述.

引理 4　设独立集对策 ΓG =(E , γ)是均衡的.

则它具有稳定核心的充分必要条件是:对任意

y ∈X(ΓG) C(ΓG), 存在顶点 v∈V V0 和 x ∈C(ΓG),

使得 x 在E(v)上优超 y , 即 x(E(v))=1且对任意

e∈E(v), 均有 x(e)>y(e).

证明　充分性由稳定核心的定义直接得到 , 下

证必要性.

任意给定 y ∈X(ΓG) C(ΓG), 由核心 C(ΓG)的

稳定性知 , 存在 x ∈C(ΓG)和非空子集 S  E 使得

x(S)=γ(S)且对任意 e ∈ S , 有 x(e)>y(e).又由

引理 1和 2知 , S 中必不包含悬挂边.记导出子图

G V〈S〉 的一个最大独立集为 v1 , v2 , …, vγ(S) ,

则 v 1 , v 2 , … , vγ(S) V0 且 E(v1), … , E(vγ(S))

互不相交.

令 S′=E(v1)∪ , …, ∪ E(vγ(S)).由 S′ S 和

x≥0知 , x(S)≥x(S′).由于 v1 , v2 , …, vγ(S) 也是

G V〈S′〉 的独立集 , 于是有 x(S′)≥γ(S′)≥γ(S)=

x(S).故

x(S′)= x(S)=γ(S).

因为 x ∈C(ΓG)且 E(v1), …, E(vγ(S))互不相交 ,
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则对任意 k=1 , 2 , … , v(S), 均有 x(E(vk))=1 ,

又因为 E(vk) S , 则对任意 e ∈ E(vk), 均有

x(e)>y(e), 即 x 在 E(vk)上优超 y.证毕.

引理 5　对任意 v＊∈V V0 , 若 e ∈E(v＊)且属

于图 G的某个最小边覆盖 , 则存在图 G的一个最小

边覆盖C , 使得 C∩E(v ＊)= e .

证明　令 C是图G 的一个最小边覆盖使得e ∈C

且 C∩E(v＊)最小.假设 C∩E(v＊) ≥2 , 则顶

点 v ＊可由 E(v＊) e 中的某个边覆盖.记

e=(v＊ , u0).由 v＊ ∈ V  V0 可知 , u0 不是悬挂

点 , 即存在 e′∈ E(u0) e .若 e′∈ C , 则C  

e 是图G 的一个边覆盖 , 与C是最小边覆盖矛盾;

若e′ C , 则C ∪ e′  e 也是图 G 的一个边覆

盖 , 与 C ∩E(v ＊)最小矛盾.故 C ∩E(v ＊) =

1 , 即C ∩E(v＊)= e .证毕.

定理 2　均衡的独立集对策 ΓG=(E , γ)具有稳

定核心当且仅当 E 中的任一边都属于一个最小边覆

盖.

证明　必要性.假设 e0 =(v 0 , u0)∈ E
 不属于

任何最小边覆盖 , 且端点 v0 不属于 V 0.则必存在

e1=(v0 , u1)∈E(v0) e0 属于图 G的某个最小边

覆盖 , 且这里 u1 不是悬挂点.由引理 5知 , 存在一

个最小边覆盖 C
＊
使得 C

＊
∩E(v0)= e1 , 记 C

＊
的

指标向量为 x＊.取 e2 ∈E(u1) e1 .利用 x＊构

造向量 y :E※R+如下:

　　　　y(e)=

0　　　　　e =e1

x＊(e)+1 e =e2

x＊(e) e ≠e1 , e2

　　由 y 的构造可见 , 任意与顶点 v0 关联的边 e均

有 y(e)=0 , 故 y ∈X(ΓG) C(ΓG).考查任意顶点

v ∈V  V 0:

1)当 v=v0 时 , 由于 e0 不属于图 G的任何最

小边覆盖 , 则对任意 x ∈C(ΓG)均有 x(e0)=0 , 即

任何核心元素不能在 E(v0)上优超 y ;

2)当 v≠v0 时 , 由于 y 是由最小边覆盖C
＊
的

指标向量 x＊构造得到的 , 故至少存在一边 e ∈E(v)

使得 y(e)≥1.根据引理 2 , 任何核心元素也不能在

E(v)上优超 y .

上述分析(1), (2)与对策 ΓG =(E , γ)具有稳

定的核心矛盾 , 必要性得证.

充分性.令 y ∈X(ΓG) C(ΓG).根据引理1和 3 ,

必存在一个顶点 v＊∈V  V0 , 使得 y(E(v＊))<1.

记 E(v＊)= e1 , e2 , …, em , 则由已知条件和引

理 5知 , 对任意 i=1 , 2 , …, m , 都存在一个最小

边覆盖 Ci , 使得 Ci ∩E(v＊)= ei , 这里记 Ci 的

指标向量为 x(i).构造向量 x 如下:

x =∑
m

i =1
λix

(i)
其中 λi =y(ei)+

1 -y(E(v＊))
m

,

容易验证λi ≥0(i=1 , 2 , …, m)且 ∑
m

i=1
λi =1.

由定理 1知 , x ∈C(ΓG)并且

x(E(v＊))=∑
m

i=1λix
(i)
(E(v＊))=∑
m

i=1λi

=1 =γ(E(v＊));

x(ei)=λi >y(ei)　 ei ∈ E(v ＊),

即核心元素 x 在E(v＊)上优超 y.由引理 4知 , 该

对策具有核心稳定性.证毕.

3　对策的精确性 、 可扩性及核心包容性

讨论三个与核心稳定性密切相关性质:精确

性 、可扩性及核心包容性.我们将证明对于定义在

二部图上的独立集对策 , 其精确性 、 可扩性和核心

包容性是等价的.

定义 3 　给定均衡对策 Γ=(N , γ), 其中

N =n ,

(1)若对任意满足 y(S)≥γ(S)( S  N)的 n

维向量 y , 均存在 x ∈C(Γ)使得 x ≤y 成立 , 则称

该对策核心具有包容性;

(2)对任意S  N , 若对子对策 ΓS =(S , γS)的

任意核心分配 y ∈ C(ΓS), 均存在 x ∈C (Γ)使得

xi =y i( i∈ S), 则称该对策是可扩的;

(3)若对任意 S  N , 均存在 x ∈C (Γ)使得

x(S)=γ(S), 则称该对策是精确的.

将三个性质之间以及它们与核心的稳定性之间

的有关结论总结在下述定理中.

定理 3
[ 5 , 6] 　设对策 Γ=(N , γ)是完全均衡的 ,

则
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1)核心 C(Γ)的包容性隐含对策 Γ的可扩性;

2)对策Γ的可扩性隐含对策Γ的精确性和核心

C(Γ)的稳定性.

定理 4 　令 ΓH =(E , γ)是定义在二部图

H=(V1 , V2;E)上的独立集对策 , 则下面的四个

结论等价:

1)对策 ΓH 是精确的;

2)对策 ΓH 是可扩的;

3)对策 ΓH 的核心具有包容性;

4)图 H 的任意边覆盖包含它的一个最小边覆

盖.

由于二部图上的最大独立集的基数等于其最小边

覆盖的基数 , 根据定理 1 , 独立集对策 ΓH =(E , γ)

是完全均衡的.又由定理 3 知 , 3)※2)※1)成立 ,

故只需证明 1)※4)和 4)※3).

定理 4中 1)※4)证明:令 C
＊
是图 H 的任一边

覆盖 , 记  C＊=E  C＊ , 由 ΓH 的精确性知 , 存在

x＊∈C (ΓH)使得 x＊( C＊)=γ( C＊)=0.于是有

x＊(C
＊
)=x＊(E)-x＊( C

＊
)=γ(E)-x＊( C

＊
)=γ(E).

令Υ= C1 , C2 , … , Cm 为图 H 的所有最小

边覆盖的集合 , 并记 x(i)为最小边覆盖 Ci 的指标向

量(i =1 , 2 , … , m).显然 C1 = C2 =… =

Cm =γ(E).根据定理 1 , 存在 λ1 , λ2 , …,

λm ≥0满足 ∑
m

i=1λi = 1 , 使得上述 x＊可表示为

x＊ =∑
m

i=1λix
(i)
, 由此可得

γ(E)= x ＊(C＊)=∑
m

i=1
λix(i)(C＊)=

∑
m

i =1
λi C

＊
∩ Ci ≤∑
m

i=1
λi Ci = Ci =γ(E).

因此上式中的不等式均取等号 , 即每个对应于λi >0

的最小边覆盖 Ci , 均有 C＊∩Ci =Ci .故 C＊至少包

含图 H 的一个最小边覆盖.证毕.

为了证明定理 4 的结论 4)※3), 我们需要

Gellekom 等在文献[ 7] 中给出的具有核心包容性对

策的一个刻画.给定收益对策 Γ=(N , γ), 定义

L(Γ)= y ∈ R
N
:y(S)≥γ(S),  S  N

　　引理 6
[ 7] 　给定均衡对策 Γ=(N , γ), 则它具

有包容性核心的充分必要条件是对于多面体 L(Γ)

的任意极点 , 均有 y(N)≤γ(N).

对于定义在二部图 H=(V1 , V2;E)上的独立集

对策 ΓH=(E , γ), 先给出 L(ΓH)的一个等价描述 ,

并在此基础上讨论其极点的性质.记n= E , 定义

L′(ΓH)=

y ∈ R n:y(E(v))≥1 ,  v ∈ V;y(e)≥0 ,  e ∈ E

　　引理 7 　设 ΓH =(E , γ)是定义在二部图

H =(V1 , V2;E)上的独立集对策 , 则

1)L(ΓH)=L′(ΓH)

2)L′(ΓH)的极点是图 H 的极小边覆盖的指标

向量.

证明 　1)易见 L (ΓH) L′(ΓH).再证

L(ΓH) L′(ΓH).令 y ∈ L′(ΓH), 且 S  E 为任意

边子集.若导出子图 G V〈S〉 为空图 , 则γ(S)=0 ,

显然有 y(S)≥γ(S).若导出子图G V〈S〉 不为空图 ,

则 γ(S)>0 并令 I S = v1 , v2 , …, vγ(S) 为

G V〈S〉 的一个最大独立集.由 L′(ΓH)的定义知

y(S)≥∑
γ(S)

i=1
y(E(v i))≥∑

γ(S)

i=1
1 =γ(S),

即 y ∈ L(ΓH).故 L(ΓH)=L′(ΓH).

2)假设 y ＊是多面体 L′(ΓH)的一个极点.根据

线性规划理论 , 必存在一个 n 维非负向量 ω, 使得

y＊是下述线性规划

LP:　min ωty ∶y(E(v))≥1 ,  v ∈ V ;

y(e)≥0 ,  e ∈ E

的唯一最优解.因为图 H 是二部图 , 线性规划

(LP)的系数矩阵是全单模矩阵[ 8] , 因此该线性规划

有整数最优解 , 即 y ＊是 0 , 1 向量.又由线性规

划(LP)的约束条件可知 , y＊是图 H 的某个边覆盖

C 的指标向量.

假设 C不是一个极小边覆盖 , 则 C的某个真子

集C′仍是 H 的边覆盖 , 由此可知 C′的指标向量也

是(LP)的最优解 , 这与 y ＊的唯一性矛盾.故 C是

图 H 的极小边覆盖.证毕.

定理 4中 4)※3)的证明:给定 L(ΓH)的任一极

点 y , 由引理 7知 , y 是图 H 的某个极小边覆盖C
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的指标向量.又由条件 4)知 , C包含 H 的某个最

小边覆盖 , 故 C 本身就是一个最小边覆盖.于是

y(E)= C =γ(E).根据引理 6 , 对策 ΓH 具有核

心包容性.证毕.
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